MAT. 307 TOPOLOJIYE GIRiS DERSI ARA SINAV SORULARI VE CEVAPLARI

1. Metrik uzaylarda agik yuvar, i¢ nokta, agik kiime, bir noktanin bir alt kiimeye uzakligi,
iki alt kiimenin birbirine uzakligi, bir alt kiimenin capi, simirlilik, denk metrik,
izometriklik ve siireklilik kavramlarini tanimlayiniz.

Cozim:

Acik yuvar : (X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun. Bu durumda;
Bi(xo,7) ={x € X:d(x,x,) < 1}

kiimesine x, merkezli, r yarigapl agik yuvar denir.

Ic nokta : (X,d) bir metrik uzay, A € X ve x € A olsun. Eger B(x,r) c A olacak sekilde

pozitif bir r sayis1 varsa x € A nin bir i¢ noktas1 denir.

Acik kiime : Biitiin noktalar1 i¢ nokta olan bir kiimeye agik kiime denir.

Iki kiime arasindaki uzaklik : (X,d) bir metrik uzay ve A ile B, X in bos olmayan iki

altkimesi olsun.

d(A,B) =inf{d(x,y):x € A,y € B}
sayisina A ile B kiimeleri arasindaki uzaklik denir.
Noktanin alt kiimeye uzakligi : Eger A = {x} ise;

d(x,B) = inf{d(x,y):y € B}

sayisina x noktasinin B kiimesine uzaklig1 denir.
Kiimenin ¢api : A kiimesinin noktalar1 arasindaki uzakliklarin olusturdugu kiimenin en kiigiik
iist sinirina(ekiis) A nin ¢ap1 denir ve
d(A) = sup{d{x,y}:x,y € A}

seklinde yazilir.
Sinirhilik : Cap1 sonlu olan kiimelere sinirli kiimeler denir.
Denk metrik : X kiimesi zerinde d,d’ ve d"' (i¢ metrik ve & > 0,8 > 0 reel sayilar olsun.
Eger Vx,y € X igin;

ad”(x,y) <d'(x,y) <pd(x,y)
bagintis1 varsa bu metriklere denk metrikler denir.
Izometri : (X,d) ve (Y,d") iki metrik uzay olsun. Vx,y € X igin X den Y ye
d'(f(x), f(y)) = d(x,y) olacak sekilde bire-bir f fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna bir
izometri denir.
Sureklilik : (X, d) ve (Y,d") iki metrik uzay, x, € X ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Verilen
her € > 0 sayisina karsilik d(x,x,) < & oldugunda d’(f(x),f(xo)) < € olacak sekilde € a
bagli pozitif bir § sayisi varsa, f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir, denir.

2. (Xy,d,) ve (X,,d,) metrik uzaylar olmak Ulzere X = X; X X, olsun. d: X X X — IR
fonksiyonu her a = (aq,a;),b = (b1, b;) € X igin
d(a,b) = maks{d,(ay, by),d,(a,, b;)}
ile tanimlaniyor. d fonksiyonu X {izerinde bir metrik yap1 olusturur mu ?



Co6zim : a,b,c € X olmak lzere a = (a;,a,),b = (by,b,),c = (c1,¢;) € X olacak sekilde
a,, by, ¢, € Xq Ve ay, by, ¢y € X, vardrr.

M1) Hipotezden d,, X, Uzerinde ve d,, X, iizerinde metrikler oldugundan d;(a;,b,) = 0 ve
d,(a;, by) = 0 dir. Boylece d(a, b) = 0 dir.

M2) d(a,b) =0 olsun. Bu durumda 0 < d,(a;, b;) < maks{d,(a;,b;1),d,(a,, by)} =
d(a,b) = 0 olup d,(ay,b;) = 0 dir. d,, X; lizerinde metrik oldugundan a, = b, dir. Benzer
sekilde, d,(ay, by) = 0 dir. d,, X, lizerinde metrik oldugundan a, = b, dir. Sirali ikililerin
esitligi tammindan a = (a4, a,) = (by, b,) = b dir.

Tersine, kabul edelim ki a = b olsun. Boylece a, = b; ve a, = b, dir. d, X; Uzerinde
ve d,, X, tizerinde metrikler oldugundan d, (a,,b,) = 0 ve d,(a,, b,) = 0 dir. O halde

d(a,b) = maks{d,(a;, b;),d,(a,, b,)} = maks{0} =0

olup d(a, b) = 0 dur.

M3)

d(a,b) = d((a1'b1)' (az, bz)) = maks{d,(a;, b1),d,(az, b;)}
= maks{d;(by,a,),d;(b;,a;)}
= d((bll bZ)l (allaZ)) = d(br a)

d(a,b) =maks{d, al,bl az,b )}
b

(c..by).d,(a,.c,).d,(c,.b,)}
,(8,.c,)} +maks{d, (c,.b, ),d, (c,.b,)}

{ 1(&,C

= maks{
_d(a,c)+d(c,b)

Sonug olarak d, X = X; X X, Uzerinde bir metriktir.

3. (X, d) bir metrik uzay ve @ #+ A < X olsun. Her x,y € X i¢in
|d(x,4) —d(y,A)| < d(x,y)
oldugunu gosteriniz.

Cozim :
d(x,A) =inf {d(x,a):ae A}
<inf {d(x,y)+d(y.a):ae A
<d(x,y)+inf {d(y,a):aeA}
=d(x,y)+d(y.A)
d(x,A)-d(y,A) <d(x,y)

d(y,A) =inf {d(y,a):acA|
<inf {d(y,x)+d(x,a):ae A}
<d(y,x)+inf {d(x,a):ae A}
=d(x,y)+d(x,A)
d(y,A)-d(x,A) <d(xy)



Sonu¢ olarak; d(X,A)—d(y,A)Sd(X,y) ve d(y,A)—d(X,A)Sd(X,y) esitsizliklerinden

istenilen elde edilmis olur.

4. Bostan farkli bir X kiimesi Gzerinde herhangi iki topolojik yapi aynidir ancak ve ancak uzayin
her noktasinda bu yapilara gore olusturulan komsuluk aileleri aynidir, gosteriniz.

Cozim : (X, 7,) ve (X, 7,) iki topolojik uzay olsun. 7, = 7, © Vx € X igin N; (x) = N, (x)
()11 = 1, olsun. O halde;
VN € N,(x) < 3JU ervaraxeU N
< 3JUer,varaxeU N
< N e N,(x)
= Ny (Xx)=N,(x)
(&) Vx € X igin N;(x) = N,(x) olsun.
VU er(x) < VvxeUiginU e Nl(X)
< VxeUiginU e NZ(X)
<Uer,
=71,=71,

5. (IR,74) alsilmis reel uzay ve A = [0,1) U {2} alt kimesi verilsin. Eger varsa A nin degme,
yigilma ve ayrik noktalarini bulunuz.

C6ziim: A nin degme noktalarinin kiimesini bulmak icin x € IRolmak lzere her N € N(x) icin N n
A # @ olmaldir. O halde x € (—o0,0) U (1,2) U (2, ) icin her € > 0 olmak lzere
(x—gx+e)NA=0
olup bu araliktaki elemanlarin hig birisi degme noktasi degildir. x € [0,1] U {2} igin her € > 0 olmak
Uzere
x—gx+e)NA+0
olup bu elemanlarin her biri degme noktasidir. Béylece degA = [0,1] U {2} c IR dir.
A nin yigilma noktalarinin kiimesini bulmak icin x € IRolmak Uzere her N € N(x) icin
[N\{x}] N A # @ olmalidir. O halde x € (—o0,0) U (1, ) igin her € > 0 olmak tzere
[(x—gx+e\{x}]nA=0
olup bu araliktaki elemanlarin hig birisi yigilma noktasi degildir. x € [0,1] i¢in her € > 0 olmak Uzere
[(x—gx+e\{x}]NnA+0
olup bu araliktaki elemanlarin her biri yigilma noktasidir. Boylece A’ = [0,1] < IR dir. Ayrica2 € A
olmasina ragmen bir yigilma noktasi degildir. Gergekten; [(2 — &, 2 + €)\{2}] N A = @ dir.
Son olarak A nin ayrik noktalarina bakalim. Tanim geregi; a € A fakat a € A’ olan noktalar
ayrik noktalardir. O halde sadece {2} € A noktasi kiimeye ait fakat yigilma noktasi olmadigindan ayrik
noktadir.

6. Topolojik uzaylarda bir alt kiime kapalidir ancak ve ancak yigilma noktalarini icerir, gdsteriniz.

Coziim : A kapali olsun. Budurumda A = AdirrA=A=AUA olupA’ c Adrr.
Tersine olarak A’ c A olsun. A kapalimi ?
AcA=>AUA cAUA=A=>ACA
olur. Ayrica A © A oldugunu biliyoruz. O halde A = A bulunur. Dolayisiyla A kapalidir.



