16.01.2026 Cevap Anahtar
(1) Asagidaki limiti hesaplayiniz:

xSi

im
x—0 tan?x+1—cos2x
Coziim

Oncelikle temel trigonometrik 6zdeslikleri kullanalim.

tan’x + 1 = sec’x = —;
COoSs<Xx
ve
cos2x = 2cos?x — 1

Bunlan paydada yerine yazalim:
tan?x + 1 — cos2x = 12
COsS“X
Ortak payda alalim:

1 — 2cos*x + cos?x

CoSs?x
Pay kismini carpanlara ayiralim:
1 — 2cos*x + cos?x = (1 — cos?x)(1 + 2cos?x)
Ancak
1 — cos?x = sin’x
Dolayisiyla payda

sin?x(1+2cos?x)

tan’x + 1 — cos2x = = tan®x (1 + 2cos?x)

cos2x
Bu ifadeyi limite geri yazalim:
xsinx xsinx

tanZx + 1 — cos2x tan?x (1 + 2cos?x)

xsinxcos?x XCos?x

N sin?x(1 + 2cos?x)  sinx(1 + 2cos2x)
Simdi limiti alalim:

im— =1, limcosx =1
x—0 sInx x—-0
Buna gore
_ xCcos%x 1-1 1
lim — = ==
x-0sinx(1 + 2cos?x) 1-(1+2) 3
1 e
(2) 7121010 ( \/_ NrEs \/W-l_ +\/__) limitini bulunuz.
1
(x,) = x/_ﬁ \/n_+ +\/—_n ve (y,) =+/n alimrsa Aljgo—(?+m+ -+

1 . Xn
ﬁ) = 711_{210 (Y—n) olur. Stolz Teoremiyle (y,,) T ve y, » 4+ oldugundan
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lim 2270 — o Jim (x—") = k dir.

n—-o Yn+1~Yn n—oo \Yn
Buradan
( ) ( 1 N 1 - 1 1 1 1 )
e \Un+r 1 Vnt2 V2n+2 Jn Vn+1 2n
1 1 1

= + ——= Ve
V2n+1 V2n+2 +n

Wns1 — V) =Vn+1—+n

olur. Stolz Teo. geregi Limit

1 4 1 1
. Xpy1—Xn . A2n+1 2n+2 n
lim ———— = lim
n=>0Ynt1 —Yn N7 Vn+1-vn
_ 1 1 1 1
= lim : ( + - —) =
nso\n+1—+vn W2n+1 V2n+2 +n

vn + 1 —+/n eslenik ile carpilirsa
o Xt =X \/n+1+\/ﬁ+\/n+1+\/ﬁ Vn+1++vn
im = —

— = lIm
noo Ynig =Y oo \2n+1 V2n +2 Vn

\/ﬁ(\/E+ 1) ﬁ<m+ 1) \/ﬁ<m+ 1)

= lim + —

(el va((ze2 v

=vV2++v2—-2=2vV2-2 dur. Yani lim 2 = 2v2 — 2 dir

n—o Yn

1 7apt+2

(3) an+1=2+3 T

+a— 3anp+1

icin a; =2 olsun. Her n € N igin 3+11 > 0

an

oldugundan a, > 2 dir. Ote yandan her n € N icin a, < 3 'tiir. Gercekten

1 1 1 10 1 3 1 3
a,<3=2—>-23+—>—3—F<—=22+—F<2+—=—=—>
3 34+— 10 34— 10

a a 3
n n an an

23
bulunur. Sonug olarak vn € N i¢in 2 < a,, < 3. (Sirlilik)
(a,) artandir © a;, < a, < < a, < Apyq < Apyp < o
Yani a, < a,,1 = a,41 < a4, olmahdir.
1 1

3+ — 3+
an An+1

a, <apy1 =2+
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old. dan (a,) artandir. Sonuc olarak; (a,,) simirli & artan old.dan sup (a,)-

ye yakinsaktir. a, - L olsun. O zaman a,,; L olup a,;; = ;Z"z
ifadesinde her iki tarafin limiti alinirsa

7L + 2 6+.36—-4-3-(-2
L= =232—6L—-2=0L= \/ ( ):»

3L+1 6

L=1% g olus. L = sup(a,) oldugundan L =1 + g olur.

(4) f ve g fonksiyonlar1 X iizerinde siirh oldugundan,
IM,N > 00yleki [f(x)| <Mve|gx)|] <M Vxe€X.
f ve g diizgiin siirekli olduklari icin, her € > 0 icin
368, > 08yleki |x — y| < 8 = |f() = )| < o,

36, > 0 dyleki [x —y| < 8, = |g(x) — 9| < 5
d = min{d,, §,} alalm. |x — y| < § icin asagidaki farki inceleyelim:

lf(x)g(x) = fF)g)l-
Bu ifadeyi ekleyip cikararak yazalim:

LG —fMgI = 1f(x)gx) — f)g®) + fF)g) — fFg)l.

Ucgen esitsizliginden,

1f()g(x) — fMgWI < [f DN 1gx) =g+ gD If (x) — FOD)I-

Sinirlilik kullanilirsa,

lf(x)g(x) = fFgWI = Mlg(x) = gW)| + NIf(x) = fF)I.
|x — y| < 6 oldugundan,

<M-=—+N-==Z4+i=¢
2M 2N 2 2
Dolayisiyla,

Xx=yl <= -9 - PO <e
Buda f - g fonksiyonunun X iizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosterir.

5)

Bir fonksiyonun x = a noktasinda siirekli olmasi i¢in
limf (x) = f(a)
olmasi gerekir. é—§ tanmimina gore ise her ¢ > 0 icin
A5 >00yleki|x —a| <= |f(x) —f(a)| <¢
olmaldir.

22442 448
=—=12.
2—1 1

Once f(2) hesaplanir: f(2) =
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x2+4x

x%+4x—-12(x—1)
x-1 '

—12|=

F) - F@)] =]

Pay sadelestirilirse:

x—1

X2+ 4x —12x+ 12 =x% —8x + 12.
Dolayisiyla

x2-8x+1 |
x—1

lf(x) = f(2)] =
Pay carpanlara ayrilir:
x2—8x+12 = (x — 2)(x — 6).

Buna gore
_ |x=2[|x—6|

Fe0) - f@)] =22
|x — 2] < 1 olacak sekilde § < 1 alalim. Budurumda 1 < x < 3 olur ve

|x — 6] <5, |x —1] = 1.

Dolayisiyla
If(x) = f(2)] = 5]x = 2].
Slx—2| <& = |x—2 <§.
Bu nedenle
. &
0 = min {1,;}
secilir.

(6) f(x) fonksiyonu parcali tanimli oldugundan, siireklilik icin gecis
noktalar1 x = 0 ve x = 1’de limitlerin esit olmasi gerekir.

x = 0 noktasi
lir(r)1_f(x)=ae°+b+2=a+b+2
x—

lim f(x) =b-0%2+a(0+3) =3a
x—-0t

Sureklilikten:
a+b+2=3a = b=2a-2

x = 1 noktasi
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lim f(x) = b()?+a(1+3)=b+4a

lir£1+f(x) = 7a(1) + bcos(m) =7a—b
Stireklilikten:

3a

b+4a=7a—b = 2b=3a = b=7

a ve b’nin bulunmasi

(1) ve (2)’yi birlikte cozersek:
2a—2=37“=>4a—4=3a=>a=4

b=2a—-2=6

2. g(x) fonksiyonunun x = 3’te siirekliligi

0

. 4—vV6x—-2 _ (0
}CIE:}’ x2-9 ( )
Pay eslenikle carpilir:

(4—V6x—-2)(4+V6x-2) _ . 16—(6x-2) 18—6x

= }Cl_fg -0 (avex=2) o (r—3)(x43) (@ +Ver=2) il_rg (x=3)(x+3)(4+V6x-2)

—6(x—3) -6

- L‘l’% (x—3)(x+3)(4+Vox—2) _ 6(a+4) 8
Stireklilik sarti: c+1= —% = c = _g

Sonuc¢

(8) Fonksiyonun tamimh olabilmesi i¢in pay ve paydanin ayr1 ayr1 anlaml
olmasi gereKkir.

1. Logaritma kosullar:
log, () ifadesinin tanimh olabilmesi icin asagidaki kosullar saglanmalidir:
 Taban kosulu:
x>0 x+1
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« Argiiman kosulu:
x?—8x+15>0

Tkinci esitsizligi ¢6zelim:
x2—8x+15=(x—-3)(x—=5)>0
=>x<3 veya x>5

2, Payda (karekok) kosulu
Paydada bulunan karekok ifadesi taniml ve sifirdan farkl olmahidir:

Vi —13 —x|

4—13—x|>0

Buna gore:

I3 —x| < 4
—4<3—-x<4
-1<x<7

3. Tiim kosullarin birlikte saglanmasi
Elde edilen tiim kosullar:

x>0 x#1, (x<3 veya x>5), —1<x<7
Bu kosullarin kesisimi alinirsa:

(0,3)\{1} ve (57)

Sonuc:

D(f) = (0,1)u(d13)U(57)
(9) Kendisi, kiipiiniin bir fazlasina esit olan bir sayimin var oldugunu
gosteriniz.

Coziim

Aranan say1 x € R olmak iizere

x=x3+1
denklemini saglayan bir gercek sayinin varligini gosterecegiz.
Bu esitligi asagidaki fonksiyonu tanimlayarak inceleyelim:
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fxX)=x3+1—x.
1. Siireklilik
f(x) polinom fonksiyon oldugundan, R iizerinde her noktada siireklidir.
2, isaret degisimi

f fonksiyonunun bazi degerlerini hesaplayalim:
F(0O)=034+1-0=1>0,

F)=13+1-1=1>0,
F-D=(-1)34+1-(-1)=-1+1+1=1>0,

f(=2)=(-22*+1-(-2)=-8+1+2=-5<0.
Dolayisiyla
f(=2)<0 ve f(-1)>0.

3. Ara Deger Teoremi

f fonksiyonu [—2,—1] kapal araliginda siirekli oldugundan ve
f(=2)-f(=1)<0
oldugundan, Ara Deger Teoremine gore
3 c € (—2,—1) vardir 6yleki f(c) = 0.
Bu da
2+1-c=0 & c=c3+1
esitligini saglayan en az bir gercek say1 bulundugunu gosterir.



