MAT101 — Analiz 1

Bitunleme Sinavi
Cozumlu Cevap Anahtari

Soru 1. ) )
sin x cos 2x + sin 2x cos &

im (L’Hospital kullanmayiniz)

z—0 1 — tan (a: + %)

Cozim:
Paydaki ifade trigonometrik o6zdeslik yardimiyla sadelegtirilir:

sin x cos 2 + sin 2x cos ¢ = sin(3x)

Paydada tanjant toplam formiili kullanilir:

T tanx + 1
tan (x—i— —) = —

4) 1 —tanx
Buna gore:
1t ( n 7r> —2tanzx
—tan(z+ - )| = ——
4 1 —tanz
Limit ifadesi: in(31) -
sin(3z —tanzx |
2tanz - 2tan sm(3x)
1 —tanz
x — 0 iken
tanx ~ x, sin(3z) ~ 3z
oldugundan:
lim = ——
z—0 2

Soru 2. Teorem Herhangi iki z,y € R (z < y) reel sayis1 arasinda en az bir r € Q
rasyonel sayisi vardir. Dolayisiyla bu iki reel say1 arasinda sonsuz tane rasyonel sayi

bulunur.
Coziim ‘
Bu kaniti Argimet Ilkesini kullanarak gerceklestirecegiz.

1. Arsimet ilkesir_lin Uygulanmasi: r < y varsayimi altinda y — z > 0 oldugu

aciktir. Argimet Ilkesi'ne gore, 6yle bir n € N vardir ki;

1
—<y—ux
n

Bu esitsizligi diizenledigimizde 1 < n(y — ) veya bagka bir deyigle nx +1 < ny elde

ederiz.



2. Tam Say1 Secimi: nx ve ny arasindaki uzaklik 1’den biiyiiktiir. Bu durum, bu iki
reel say1 arasinda en az bir m tam sayisinin bulundugunu garantiler. Matematiksel
olarak m sayisini su sekilde segebiliriz:

m=|nx|+1

Burada || tamdeger fonksiyonudur. Tamim geregi nz < m < nx + 1 olur.

3. Esitsizligin Birlestirilmesi: Yukaridaki adimlardan elde ettigimiz bilgileri birlegtirelim:

nr<m<nr+1<ny

Buradan nx < m < ny sonucuna ulagiriz.

4. Rasyonel Saymin Elde Edilmesi: Esitsizligin her tarafini n (n > 0) sayisina
boldiigiimiizde:
m
r<—<uy
n

m € Z ve n € N oldugundan, r = ™ sayis1 bir rasyonel sayidir (r € Q).

Sonuc

x ile y arasinda bir r; rasyonel sayis1 bulduktan sonra, ayni yontemi (x, 1) araligina uygu-
layarak bir ry rasyonel sayisi daha bulabiliriz. Bu igslem sonsuza kadar tekrarlanabildigi
icin, herhangi iki reel say1 arasinda sonsuz sayida rasyonel say1 oldugu gosterilmis olur. [

Soru 3. Gorseldeki limit problemini Stolz Teoremi kullanarak ¢ozelim.Stolz-Cesaro Teo-
remi, 2 formundaki belirsizliklerde kullamlir. Teorem der ki: Eger b, dizisi kesin artan

ve lim,,_,o b, = 00 ise;
Qp, . Qp4+1 — Qp
lim — = lim ————

n—oo by, n—00 bn+1 — b,

seklindedir (limit mevcutsa).
Cozim:

L= lim Zk n\[
n—00 \/ﬁ

i1 — @
Stolz-Cesaro: L = lim 4t =n
n—00 bn+1 — b,
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Soru 4. Verilen g : [—1,4] — R fonksiyonunun diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.
Coziim:

[—1,4] kapali ve smirh bir araliktir. [—1,4] — {3} diginda g stirekli bir fonksiyondur.
9(37) = g(37) = ¢(3) olup g heryerde stirekli bir fonksiyondur. Siirekli her fonksiyon,
kapali ve sinirli bir aralik iizerinde diizgiin siireklidir (Heine-Cantor Teoremi). Bundan
dolay1

g diizgin siireklidir|

Soru 5.

x? 4 4z
r—1

flx) =

fonksiyonunun = = 2’de siirekli oldugunu (¢ — ¢) yontemiyle gosteriniz.
Cozim:

4
PRREES I
Her € > 0 i¢in |z — 2| < § oldugunda
2?2 +4dr —12(x — 1 r—2)(x—6
)12 =0 _ =2t -0)
x—1 x—1

bulunur. |z —2| < 1/2 olacak sekilde § > 1/2 alalim. Bu durumda 3/2 < x < 5/2 olur ve
|z — 6] <9/2,|x — 1| > 1/2 yazilir. Dolayisiyla

|f(z) — f(2)] <9z —2| <95
olur. Bu nedenle 6 = min {%, 1} alinirsa
|f(r) —12| <e

saglanir.

’ f fonksiyonu x = 2 noktasinda siireklidir‘

Soru 6. (a,) = L = |a,| — |L| oldugunu gosteriniz.
Coziim: (a,) — L ise her € > 0 igin her n > ngy oldugunda |a, — L| < € olacak sekilde en
az bir ng € N vardir. Ters tiggen esitsizligi ile

‘|GN| - |LH < lan — L
olup |a, — L| < € oldugundan her n > ny i¢in
‘|an| — |L|‘ <€

bulunur. Dolayisiyla:
|an| — [L




Soru 7. f fonksiyonu a noktasinda siirekli ise, her € > 0 i¢in | — a| < ¢ oldugunda

[f(z) = fla)] <e

olacak sekilde 346 > 0 sayisi vardir. € = @ sayisi icinde 30" > 0 vardir oyle ki
o=l <8 = 17 - || < L

Ucgen esitsizliginden:
1) 2 1)~ 1)~ f(@)] > L]

Soru 8. )
f(z) = 6cos (ﬂ)
3
Cozim:
f(x) = 6cos (%) = T:%:Z%

Grafigin Cizimi I¢in Kritik Noktalar:Periyot 3 oldugu icin [0, 3] araligimda bir tam dalga
olusur:

x =0 igin: 6cos(0) =6

x = 0.75 igin: 6cos(m/2) =0

xr = 1.5 i¢in: 6cos(m) = —6

xr = 2.25 igin: 6cos(37/2) =0

xr = 3 igin: 6cos(2m) =6

Grafik, genligi 6 olan kosiniis egrisidir.




Soru 9. Verilen limit ifadesi uygun kok eslenikleri kullanilarak hesaplanir ve sonlu bir reel

sayiya egittir. Soru: lim, , . \/ 22+ V2% + V22 —/22Bu soruda dikkat edilmesi gereken
en kritik nokta x — —oo durumudur. Karekok icindeki 22 disariya mutlak degerle cikar:
Va2 = |z|. x negatif oldugu icin |z| = —x olur.1. Icerideki kokleri sadelestirelim:v/z2 =
—21/22 + (—z) (Burada baskm terim yine 22 oldugu icin limit durumunda /22 gibi
davranir).2. Eglenik ile carpma:Ifadeyi A — B formunda diistiniirsek, A + B ile carpip

bolelim:
(22 + Va2 + V2?) — 22

\/:cQ—i-\/m—i-\/ﬁ

Pay kisminda 22 terimleri birbirini gotiiriir:

lim
Tr——00

) 12 4+ a2
lim
Tr——00
\/x2—|— Va2 4+ vVa?+ Va2

3. Derece Analizi:Pay ve paydadaki en biiyiik dereceli terimlere bakalim. Pay kisminda
baskin terim va? = |z|dir. Paydada iki tane v a2 = |z| terimi vardir.
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