1.(a) [a, b] araliginda monoton artan her fonksiyon bu aralik tizerinde
integrallenebilirdir, gésteriniz.

(b) f(x) = fln(xH) Slt dt olduguna gore f'(0) nedir?

(a) [a, b] araliginda monoton artan her fonksiyonun
integrallenebilirligi

Coziim:
f:[a,b] = R monoton artan bir fonksiyon olsun. Yani, x; < x, icin f(x;) <

f(x2).

[a, b] araligini n esit parcaya boélelim. Her bir alt araligin uzunlugu Ax =
b-a .
— olsun. Bélme noktalar::
a=xy<x;<<x,=b, x;=a+iAx
Alt ve Ust toplamlar:
L(f,P) = Xty f(xi-1)Ax
U(f,P) = Xizq f(x)Ax

Alt ve Ust toplamlarin farkai:

U(f,P) = L(f,P) = Xizy (f(xi) = f(xi-1))Ax = bTa i=1 (f(x) = f(xi-1))
Teleskopik toplam:
i=1 (f(x) = f(xi-1)) = f(b) — f(a)
Dolayisiyla:

b-a)(f(b)-f
U(f,P) = L(f, P) = G-I

n — oo icin bu ifade sifira gider, bu da f’nin Riemann integrallenebilir
oldugunu gosterir.

(b) f/(0)’1n hesaplanmasi

In(x+1) 1

fO)=ln aam
Coziim:
Leibniz integral kuralin1 uygulayalim:

fx) = f( y 9(®) dt = f'(x) = g(b(x)) - b'(x) — g(a(x)) - a'(x)

Burada:

dt ise f'(0) nedir?

ax)=x-m, a(x) =1
b(x) = ln(x +1), b'(x)= x_il

gt) =

cost+2



Tlrev:

reon L 1 N 1
f (x) o cos(In(x+1))+2 x+1 cos(x—m)+2
x = 0 icin:
In(0+1)=0
cos(0) =1
X—TmT=—-T
cos(—m) = —1
Hesaplama:
oy = .1t _1___2
f(O)—1+2 1 -1+2 3 1 3
Sonuc:
, 2
f'(0) =|-2

2.(a) y = sinx egrisi, x =

NS

X = 4?” ve y = 0 dogrular arasinda kalan bdlgenin

y = 4 ekseni etrafinda dénmesiyle olusan dénel cismin hacmi kac¢ br3 dur?

3_ 2 _ae
(b) [ Ol%dx integralini hesaplayiniz.

Soru 2(a)

Verilenler:

__4m
, X = —.

y=sinx, y=0, x= .

T

Bolge: Bu boélge y = 4 dogrusu etrafinda dénduriliyor.

Hacim:

Disk yontemi (kabuk degil) kullanilir:

V= nfab [R? — r?] dx.
Burada:
R =4 r=4-—sinx.

Dolayisiyla:

V=mrf? [42 - (4 — sinx)?]dx.
2



41T 41
=1 [* [16 — (16 — 8sinx + sin®x)]dx = 7 [;* [8sinx — sin®x]dx.
2 2
sin?x icin yarim ac1 formuili veya dogrudan integral:
[ sin2x dx = £ — Zsin2x.
2 4
Dolayisiyla:
41T

V = m[—8cosx — (g — %sian)]E?.
2

41 4T 1 1. 8w [ T 1 1 .
= m[=8cos(57) — (55 —;sin(5)) +8cos(5) + (5 -5 — ; sinm)].
Son hali:
V=n[4—2—n+£+£]=n[4+z+ﬁ].
3 8 2 6 8
Sonuc:
_ e
V—T[(4+g+?).

(b) Rasyonel Fonksiyon integrali

fl 2x3—4x%2—x-3 d
0 x2-2x-3

Cozum:
Polinom bdélmesi yapalim:

2x3—-4x2-x-3 5x—3
—_—=2x+

x2-2x-3 x2-2x-3

Payday1 carpanlarina ayiralim:
x2=2x—-3=(x-3)(x+1)

Kismi kesirlere ayirma:

5x-3 3 2
=—+
(x=3)(x+1) x—3 x+1

Integrali yazalim:



[ (2x+x—i3+ﬁ)dx =x%2+3In|x — 3|+ 2In|x + 1|+ C
Sinirlar1 uygulayalim (O’dan 1’e):

[x? + 3In|x — 3| + 2In|x + 1|]§ = (1 + 5In2) — (3In3)
Sonuc:

[1 + 5In2 — 3In3|

Aa) f(x) = x + [Vx? + a dx esitligi ile verilen f(x) fonksiyonunun x = 1
apsisli noktasindaki tegetinin egimi S ise a nedir, bulunuz.
(b) lir(I)l+ (x + sinx)®™ limitini hesaplayiniz.

X—

(a) Integral Denklemli Fonksiyon ve Teget Egimi

f)=x+] Vx2 + a dx seklinde verilen fonksiyonun x = 1 noktasindaki
tegetinin egimi S ise a degerini bulunuz.
Coziim:
1. Once f(x) fonksiyonunun tiirevini alalim:
f'(x) =;—x(x+f ViZ+adx)=1+Vx2+a
2. x = 1 noktasinda egim 5 olduguna gore:
f(H=1+V1+a=5

3. Denklemi cozelim:

Vita=4

1+a=16

a=15
Sonuc:

(b) Limit Hesaplama

lim (x + sinx)®%"*
x—-0t

limitini hesaplayiniz.
Cozum:



1. Limit 1% belirsizligi verir. Logaritma alarak ¢c6zelim:
L = lim (x + sinx)tn¥

x—-0t

InL = lim tanx - In(x + sinx)
+

x—0

sinx e eie e .
2. tanx = P yazalim ve limiti diizenleyelim:

sinx

InL = lim
x—0t cosx

. In(x+sin
= lim In(xtsin )

x-0%t cotx

- In(x + sinx)

(3 belirsizligi )

3. L’Hopital kuralini uygulayalim:

1+cosx

InL = lim -Xtsit_
x—0+ —csc2x

4. x - 0% icin:
(1+1)(=0) _ 0
040 0

. (1+cos )(-sin?x)
= lim
x—-0*t x+sin

(TekrarL'Hopital)

5. Pay ve paydanin turevlerini alalim:

% [2(—sin?x)] = —4sinxcosx

L [x + sinx] = 1 + cosx

dx
6. Limit:

oL = iy S0 g
7. Sonuc:

L=e’=1
Sonuc:

X

4.(a)y=e*vey=e"
cevresi kac br dir?

+2 egrileri ile x = 0 dogrusu arasinda kalan bdlgenin

(b) y?> = x + 1 parabolii ve y = x — 1 dogrusu ile sinirlandirilan bdlgenin

alanini bulunuz.

(a) Egriler Arasi1 Bolgenin Cevresi

y=e*, y=e
cevresini bulunuz.

Cozum:

—-x+2

egrileri ve x =0 dogrusu arasinda kalan bdélgenin



1. Kesisim Noktalarini Bulma:

exze—x+2
XxX=—-x+2
2x =2
x=1

Kesisim noktast: (1,e!) = (1,e)
2. Sinirlar1 Belirleme:
* x = 0 (y-ekseni)

* x = 1 (kesisim noktasi)

3. Cevre Hesaplama:

Cevre = f01 V14 (e¥)%dx + fol J1+ (—e=**2)2dx

+Dikeymesafe(e® — e?) + Yataymesafe(1)

Ancak daha basit yaklasim:

Cevre = Altegriuzunlugu + Ustegriuzunlugu + Dikeykenarlar

= fy VI H@)%dx + [; T+ (e72)%dx

+|€O _ e—O+2| + |€1 _ e—1+2|

(b) Parabol ve Dogru ile Sinirlanan Alan

y? = x + 1 parabolii ve y = x — 1 dogrusu ile sinirlanan bélgenin alanini
bulunuz.

Cozum:

1. Kesisim Noktalarini Bulma:
(x—1)2>=x+1
x2-2x+1=x+1
x2—=3x=0

x(x—3)=0



x=0 veya x=3
Kesisim noktalar:: (0,—1) ve (3,2)
2. Alan Hesaplama:

Alan = [° [(y + 1) — (v* - D)ldy

2
= [, v +2—-y>dy

Sonuc:
br2
2
5. (a) f_zllxl x?dx integralini hesaplayiniz.

(b) [ \/%dx integralini hesaplayiniz.

@) J°, Ix| [x?] dx

Adimlar:

|x?|tam kismi oldugu icin araliklari belirleyelim.
Pozitif tarafta:
fxE[Ol) >x2<1>|x?]=0
€[1,V2) =x?€[1,2)=|x? =1
€ [V2,/3) =x?€[23) = |x? =2
L [V3,2] =x%€[34]>|x% =3.

Negatif tarafta:
€ [-1,00 = x%€[0,1) = |x*] = 0.

Integraller:



I=f_01 |x|0dx+f01x-de+f1\/Ex-1dx+f\/\/§x-2dx+f\/2§x-3dx.

Il=0, 12=0. 13=f;/§

V3

ﬁ=[x2]ﬁ=(3—2)=1.

2
I4=2f\/\/§xdx=2-x?

Toplam:

Sonugc:

x+3
b) | fms
Adim 1: Karekokti diizenleyelim.
x2+4x—4=(x+2)>-8 u=x+2>du=dx, x+3=u+1.

Adim 2: Yerine koy:
1

[ = du=[—— du+fmdu.

Vuz—s w78
Adim 3:
u — 2 — 1 — V12 —
| —— du =Vu® -8, fm du = In|Ju + Vu? — 8|.
Sonugc:

f\/%dx=\/x2+4x—4+ln|x+2+‘/x2+4x—4|+C'



Vx2+4x —4+In|x + 2+ Vx2 + 4x — 4| + C.

x2=7x+1 ) e e e
S5.f(x) = ~rear fonksiyonunun grafigini ciziniz.

1. Adim: Pay ve Payday1 Carpanlarina Ayirma
Fonksiyonu sadelestirmek icin pay ve payday: carpanlarina ayiralim:

x%=7x+10
F) = —mne
_ (x=2)(x-5)
- x(x+3)

2. Adim: Tanim Kiimesini Belirleme
Payday: sifir yapan degerler:

x(x+3)=0

x=0 veya x=-3

Tanim Kiimesi: (—o0,—3) U (—3,0) U (0, )

3. Adim: Dusey Asimptotlari Bulma
Payday: sifir yapan ancak pay: sifir yapmayan noktalarda dusey
asimptot vardir:

x=-3 ve x=0

4. Adim: Yatay Asimptot Bulma
Pay ve paydanin dereceleri esit oldugundan:



1
y = I =1
5. Adim: x-Kesim Noktalarini Bulma
Pay: sifir yapan degerler:

(x—2)(x—5)=0

x=2 ve x=5
Grafik Ozellikleri:

* Dusey asimptotlar x = —3 ve x = 0’da

* Yatay asimptot y = 1’de

* x-eksenini kestigi noktalar: (2,0) ve (5,0)
e x - —3" iken f(x) = +o0

e x > —3% iken f(x) » —

*x —» 0" iken f(x) - —o0

* x » 0% iken f(x) » 4+




6.f:[-1,1] » R, f(x)=x3—x+1icin [-1,1] araliginin 6 elemanli diizgiin bir
P parcalanisina goére alt Darboux toplamini A(f, P) —yi bulunuz.

1. Adim: Parcalanisi Tanimlama

6 noktali parcalanis (5 esit alt aralik):

P={r-t-tiiy

Aralik uzunluklari: Ax = é

2. Adim: Monotonluk Analizi
f'(x) = 3x? — 1 kritik noktalar:

1S

3

3x2—1:0=>x=i3

~ +0.577
Monotonluk:
°*x € [—1,—?]: f'(x) > 0 (artan)

e x € [-2,2): f'(x) < 0 (azalan)

B

*x €[5, 1] f'(x) > 0 (artan)

3. Adim: Alt Araliklarda Minimumlar

1. [-1,—3]:

Artan oldugu icin minimum f(—1) =1

3

%

~ 0.577 > 0.6 oldugundan azalan,

minimum f(— %) = % = 1.192



3. [-=,3]:

5’5
101

Azalan oldugu icin minimum f (%) == 0.808

13
4, [E,E]

Kritik nokta icerir (% ~ 0.577 € [0.2,06)),

23 < 0.615

minimum f (\/3—5) =1- e

5. [2,1]:

Artan oldugu icin minimum f (%) = % = 0.616

4. Adim: Alt Darboux Toplami

=i+ B (- )+ )

2125 149 101 [ 77 23
_5<125+125+125+125+(1 9 ))

3(452 41 _ﬁ) =3(577 zﬁ)

125 9 s\125 o

Sonuc:

1154 43




7. y = —x%+ 4x — 3 paraboli ile y = x — 3 dogrusunun sinirlandirdigi
boélgenin x = —2 ekseni etrafinda dénmesi sonucu olusan cismin hacmini

bulunuz.

Cozim:

1. Adim: Kesisim Noktalarini Bulma

—x?+4x—-3=x—-3
—x24+3x=0
x(—x+3)=0

x=0 veya x=3
Kesisim noktalari: (0,—3) ve (3,0)

2. Adim: Silindirik Kabuk Yéntemi
Dénme ekseni x = -2 oldugundan, yaricap r=x-—(-2)=x+2,
yukseklik h = iistfonksiyon — altfonksiyon:

V=2m f03 (x+ 2)[(—x? 4+ 4x — 3) — (x — 3)]dx

3. Adim: Integrali Dlizenleme

V=2n’ (x+2)(—x%+3x)dx
=21 f03 (—x3 + 3x?% — 2x% + 6x)dx

=21 f03 (—x3 + x% + 6x)dx

4. Adim: Integrali Hesaplama



- 2n(—%+9+27)
= 271(—84—1+ 36)
()
-2e(2)
_126m_ 63

4 2

Sonug:

V = |=—|birim3




