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MAT314 KOMPLEKS FONKSIYONLAR TEORISINE GIRIS DERSI
FINAL SINAV SORULARI
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21 = (—=1+1)3" 29 = (1 —4)% ve 23 = cos(1 + i) kompleks sayilarimi a + ib seklinde yaziniz. (20
Puan)

2. a) x = 3 dogrusunun f(z) = iz + z kompleks dontiglimii altindaki goriintiisiinii bulunuz ve
Giziniz.

IN

b) 0 <z <In2, —F <y < § dikdortgeninin f(z) = e* doniisiimii altindaki goriintiisiinii
bulunuz ve giziniz. (20 Puan)

3. Siireklilik tanimini yaziniz. Tanimi kullanarak

z-Re(z) 5 7& 0
f@)=q,"
0, z=0

fonksiyonunun z = 0 noktasinda siirekli oldugunu gosteriniz. (15 Puan)

4. f(z) = %ﬁ“i) fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugu kiimeyi ve bu kiime iizerindeki f’(z)

tiirevini bulunuz. (15 Puan)
5. li_r}r(l) % limitinin var olup olmadigim gosteriniz. (15 Puan)
6. f(z) = 2° + iy® fonksiyonunun varsa diferansiyellenebilecegi en genis kiimeyi bulunuz. (15
Puan)
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COZUMLER

1. 2 = (_1 + Z')3+i — ¢(3+17) Log(—1+1)
| —1+1d] =2, Arg(—1+14) = 2T oldugundan Log(—1+ i) = In /2 +i3T elde edilir.

3 9 3
(3 +1) <1n\f2+z'j> :3ln\/§+izﬂ+iln\f2—£

— <31nf—3j> +1i <92+1n\/§)

Boylece:

5 =NVET [cos (95 +1In f2> +isin (95 +1In ﬂ)]
z=(1-1)%icin |1 —i| = V2 ve § = Arg(1 — i) = —Z.
1= (e () 4 n (- )])"
= oo (27 s ()
= 2%%[cos(—16m) + i sin(—16m)] = 2°(1 + i - 0) = 2%

Buradan a = 232 ve b = 0 bulunur.

. i(14+4) 4 p—i(1+4) —14ig 1—d
z3 = cos(l + 1) = = =ec e

23 = [e_l(cos 1+isinl) + e'(cos(—1) +1i sin(—l))]

N =N =

[e7(cos1+isinl) +e'(cos1—isinl)]

1, -1 1_ -1
= cos1 <€+2€> —isinl <€26> = cos(1) cosh(1) — isin(1)sinh(1)

Buradan a = cos(1) cosh(1) ve b = —sin(1) sinh(1) bulunur.

2. a) z =3+ 1y, y € R. Doniiglim altinda:

w=u+iv=f(3+iy) =i(3+iy) + (3 +iy)
=3i—y+3—iy=(—y+3)+i(3—y)

Buradan u = —y + 3 ve v = 3 — y elde edilir. Taraf tarafa incelendiginde v = u dogrusu bulunur.
Y v
v=u
=3
x
0
U
f(z)=iz+2




b) f(z) = €* igin w = €* diyelim. |w| = |e*| = €* ve Arg(w) = Im(z) = y olur. Esitsizlikleri
yerine yazarsak:
0<z<ln2 — 60§|w|§eln2 = 1< |wl <2
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3. Stireklilik tanimi: f(2) fonksiyonunun z = zg noktasinda stirekli olmas igin; Ve > 0 verildiginde,
36 > 0 6yle ki |z — 29| < 9 iken |f(2) — f(20)| < € sart1 saglanmalidir.

Keyfi € > 0 alalim. § = ¢ segilirse |z — 0] = |2| < ¢ iken;

z - Re(z)
E

2] - | Re(2)]|
2|

[f(2) = f(O)] = = | Re(2)|

_ 0’ _
Her z € C igin |Re(z)| < |2| oldugu bilindiginden:

[f(2) = F(0)| = [Re(2)| < |2[ <6 =&

olur. Boylece tanim geregi f(z) fonksiyonu z = 0 noktasinda stireklidir.

4. Fonksiyonu tanimsiz yapan noktalar éncelikle paydanin sifir oldugu noktalardir: 22 +1 =0 =
23 = —1 = cos(m) + isin(m). Kokler:

2k 2k
Z), = CoS <7T+37T> + 7 sin <7r+37r> , k=0,1,2

IRV} IERVE]

2025"‘2'7, 21:—1, 2225—27

Bu noktalarda fonksiyon tiirevlenemez.

Ayrica pay kismindaki Log(3z — 2 + 4i) fonksiyonu; Re(3z — 2+ 44) < 0 ve Im(3z — 2+ 4i) =0
iken tiirevlenemez.

3z—2+4i=3(x+iy) —2+4i=3x—2)+i(3y +4)

3r—2<0 = $§%V63y+4:0 = y=—

O~

Tiirevlenebildigi en genis kiime:

A=C\ <{20721722}U{Z:$+iy

<2 4
xT —_ = ——
_3719 3



Bu kiime {izerindeki tiirevi ise boliimiin tirevi kural ile:

(2) = s (22 +1) — 32 Log(3z — 2 + 4i)
(23 + 1)2

seklinde bulunur.

|2]
sin z

. zp = 0 noktasi, f(z) =
yigilma noktasidir.

fonksiyonunun tanim kiimesi olan C\ {kn | k € Z} kiimesinin bir

Eger limit mevcutsa, z’nin 0’a hangi yoldan yaklagtigindan bagimsiz olarak hep aym degeri
vermelidir. Orijine gergel eksen (x-ekseni) boyunca yaklagalim (y = 0). Bu durumda z = z olur
ve limite sagdan ile soldan ayri ayr1 bakmamiz gerekir:

Sagdan yaklagirken (z — 0"): > 0 oldugu i¢in |z| = |z| = z olur.

T L B O S
a—0t sinx  z—0+ sinx

Soldan yaklagirken (z — 07): < 0 oldugu i¢in |2| = |z| = —z olur.
T E A

z—0—- SInx  2—0- sinx

|z|
sin z

1 # —1 oldugundan sagdan ve soldan yaklagimlarda limit degerleri farklidir. Dolayisiyla lir%
Z—

limiti yoktur.

. f(z) = 2® + iy® fonksiyonunun tanim kiimesi 7' = C olup polinom tipli ifadeler icerdiginden her
noktada siireklidir.

u(z,y) =2° = uy =521, u, =0
U(‘Tay) = y5 — Ug = 07 Uy = 5y4

Kismi tiirevler mevcuttur ve siireklidir. Tiirevlenebilirlik igin Cauchy-Riemann denklemlerinin
saglanmasi zorunludur:

Uy = —v, = 0=0

4

Uy = Uy = 5x4:5y4 = T :y4 — x=yveyax = —yY

Cauchy-Riemann denklemleri yalnizca bu dogrular iizerinde saglandigi i¢in fonksiyonun diferan-
siyellenebilecegi en genis kiime:

D={z=z+iy|y=xveyay=—zx}
Bu kiime tizerindeki tirevi ise:
f'(2) = ug + ivy = 5zt 4140 = 5zt

olarak bulunur.



