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1. a. (5 puan)xn+1 = g(xn) sabit nokta iterasyonunun bir köke yak�nsamas� için g fonksiy-
onunun sa§lamas� gereken ko³ulu ifade ediniz.

Çözüm. Kökü α içeren bir aral�kta g sürekli türevli ve bu aral�ktaki her x
için |g′(x)| ≤ k < 1 olmal�d�r (yerel ko³ul: |g′(α)| < 1).

b. (5 puan)f(x) = x2 − x− 1 = 0 denklemi veriliyor. Bu denklemi x = g(x) biçiminde
üç farkl� ³ekilde yaz�n�z. x0 = 1.5 civar�nda her biri için |g′(x0)| de§erini
hesaplayarak hangilerinin yak�nsayaca§�n�, hangisinin �raksayaca§�n� belir-
leyiniz.

Çözüm. Üç düzenleme: g1(x) =
√
x+ 1, g2(x) = 1 +

1

x
, g3(x) = x2 − 1.

|g′1(1.5)| =
1

2
√
2.5

= 0.3162 < 1 (yak�nsar),

|g′2(1.5)| =
1

2.25
= 0.4444 < 1 (yak�nsar),

|g′3(1.5)| = 2(1.5) = 3 > 1 (�raksar).

En küçük |g′| de§erine sahip g1 en h�zl� yak�nsar. (Farkl� ama geçerli formlar
da kabul edilir.)

c. (10 puan)(n+ 1) adet veri noktas� (x0, y0), . . . , (xn, yn) için Lagrange temel polinomu
Li(x)'i tan�mlay�n�z ve Li(xj) = δij (i = j iken 1, i ̸= j iken 0) özelli§ini
gösteriniz.

Çözüm. Tan�m:

Li(x) =
n∏

k=0
k ̸=i

x− xk

xi − xk

.

x = xj konuldu§unda: j = i ise her çarpan
xi − xk

xi − xk

= 1 olur, dolay�s�yla

Li(xi) = 1; j ̸= i ise payda k = j çarpan� (xj − xj) = 0 olur, dolay�s�yla
Li(xj) = 0. Böylece Li(xj) = δij.

2. f(x) = ex − 3x = 0 denkleminin [0, 1] aral�§�ndaki kökü aranacakt�r.

a. (4 puan)Bu aral�kta bir kök bulundu§unu gösteriniz.

Çözüm. f(0) = 1 > 0, f(1) = e−3 = −0.28172 < 0; f sürekli ve f(0)f(1) <
0 oldu§undan Ara De§er Teoremi gere§i [0, 1]'de bir kök vard�r. (f ′(x) =
ex − 3 aral�kta i³aret de§i³tirmedi§inden kök tektir.)

b. (8 puan)�kiye bölme yöntemini dört iterasyon uygulay�n�z; her ad�mda kökü içeren
aral�§� belirtip dördüncü ad�m sonundaki hata üst s�n�r�n� veriniz.

Çözüm.
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Ad�m cn f(cn) Yeni aral�k
1 0.50000 +0.14872 [0.5, 1]
2 0.75000 −0.13300 [0.5, 0.75]
3 0.62500 −0.00675 [0.5, 0.625]
4 0.56250 +0.06755 [0.5625, 0.625]

Dört ad�m sonunda kök [0.5625, 0.625] aral�§�ndad�r.

c. (8 puan)Denklemi sabit nokta iterasyonu xn+1 = g(xn) ile çözünüz; x0 = 0.5 ile dört
iterasyon yap�n�z (virgülden sonra be³ basamak).

Çözüm. Uygun düzenleme: ex = 3x ⇒ x =
ex

3
, yani g(x) =

ex

3
, g′(x) =

ex

3
.

Kökte |g′(α)| = eα

3
= α ≈ 0.619 < 1 oldu§undan yak�nsar. (x = ln(3x)

seçilseydi |g′| = 1/α > 1 ile �raksard�.)

x1 =
e0.5

3
= 0.54957, x2 = 0.57750, x3 = 0.59386, x4 = 0.60366.

d. (8 puan)Newton�Raphson yöntemini x0 = 0 ile dört iterasyon uygulay�n�z (virgülden
sonra be³ basamak).

Çözüm. f ′(x) = ex − 3, xi+1 = xi −
exi − 3xi

exi − 3
:

x1 = 0.50000, x2 = 0.61006, x3 = 0.61900, x4 = 0.61906.

e. (2 puan)Üç yöntemin sonuçlar�n� bir tabloda kar³�la³t�r�p hangisinin en h�zl� yak�n-
sad�§�n� gerekçesiyle belirtiniz.

Çözüm. Gerçek kök α ≈ 0.61906.

n Bisection Newton�Raphson Sabit Nokta
1 0.50000 0.50000 0.54957
2 0.75000 0.61006 0.57750
3 0.62500 0.61900 0.59386
4 0.56250 0.61906 0.60366

Newton�Raphson kuadratik yak�nsamayla 3. ad�mda kökü be³ basamak
yakalar (en h�zl�). Sabit nokta lineer ve tek yönlü (yava³); Bisection
istikrarl� ama yava³t�r.

3. (20 puan)A³a§�da verilen do§rusal denklem sistemini Gauss�Jordan metodunu kullanarak
çözünüz ve çözüm kümesini bulunuz.

x1 + 2x2 + x3 − x4 = −2

2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6

x1 − x2 + 2x3 + x4 = 8

3x1 + x2 + 2x3 − 2x4 = 1

Çözüm. [A | b] üzerinde elementer sat�r i³lemleri uygulan�r. Önce 1. sütun temi-
zlenir (R2 − 2R1, R3 −R1, R4 − 3R1):

1 2 1 −1 −2
2 3 −1 2 6
1 −1 2 1 8
3 1 2 −2 1

 −→


1 2 1 −1 −2
0 −1 −3 4 10
0 −3 1 2 10
0 −5 −1 1 7


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2. sütun (pivot 1 yap�l�p R1, R3, R4 temizlenir), ard�ndan 3. sütun:
1 0 −5 7 18
0 1 3 −4 −10
0 0 10 −10 −20
0 0 14 −19 −43

 −→


1 0 0 2 8
0 1 0 −1 −4
0 0 1 −1 −2
0 0 0 −5 −15


Son olarak 4. sütun (R4/(−5), sonra R1, R2, R3 temizlenir):

1 0 0 0 2
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 3

 ⇒ x1 = 2, x2 = −1, x3 = 1, x4 = 3.

Sa§lama (1. denklem): 2 + 2(−1) + 1− 3 = −2 ✓

4. (15 puan)A³a§�da verilen simetrik matrisin Cholesky ayr�³t�rmas�n� bulunuz.

A =


4 2 −2 4
2 10 5 5
−2 5 14 −3
4 5 −3 22



Çözüm. lii =
√

aii −
∑

k<i l
2
ik, lij =

1

ljj

(
aij −

∑
k<j likljk

)
(i > j) formülleriyle

sütun sütun:

1. sütun: l11 =
√
4 = 2; l21 =

2
2
= 1, l31 =

−2
2

= −1, l41 =
4
2
= 2.

2. sütun: l22 =
√
10− 12 = 3; l32 =

5−(−1)(1)
3

= 2, l42 =
5−(2)(1)

3
= 1.

3. sütun: l33 =
√

14− (−1)2 − 22 =
√
9 = 3; l43 =

−3−(2)(−1)−(1)(2)
3

= −1.

4. sütun: l44 =
√

22− 22 − 12 − (−1)2 =
√
16 = 4.

L =


2 0 0 0
1 3 0 0
−1 2 3 0
2 1 −1 4


A simetrik ve pozitif tan�ml� oldu§undan ayr�³t�rma tek bir alt üçgensel L ile elde
edilir. Sa§lama: LLT = A ✓

5. f(x) =
√
x fonksiyonunun baz� de§erleri kullan�larak Neville metodu ile f(7)

de§erine yakla³�mda bulunulmak istenmektedir.

a. (10 puan)A³a§�da verilen tablodaki A,B,C,D,E, F de§erlerini bulunuz.

i xi Qi,0 Qi,1 Qi,2 Qi,3

0 1 1
1 4 2 A
2 9 3 B D
3 16 4 C E F
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Çözüm. Ba§�nt�: Qi,j =
(x− xi−j)Qi,j−1 − (x− xi)Qi−1,j−1

xi − xi−j

, x = 7.

A = Q1,1 =
6(2)− 3(1)

3
= 3.0000,

B = Q2,1 =
3(3)− (−2)(2)

5
= 2.6000,

C = Q3,1 =
(−2)(4)− (−9)(3)

7
=

19

7
= 2.7143,

D = Q2,2 =
6(2.6)− (−2)(3)

8
=

21.6

8
= 2.7000,

E = Q3,2 =
3(2.7143)− (−9)(2.6)

12
= 2.6286,

F = Q3,3 =
6(2.6286)− (−9)(2.7)

15
=

40.0714

15
= 2.6714.

b. (5 puan)Elde etti§iniz F de§erini fonksiyonun gerçek de§eri ile kar³�la³t�rarak mut-
lak hatas�n� hesaplay�n�z. Ayr�ca D ve F yakla³�mlar�n�n mutlak hatalar�n�
k�yaslay�p, kullan�lan nokta say�s� artt�kça ne gözlemlendi§ini yorumlay�n�z.

Çözüm. Gerçek de§er
√
7 = 2.64575.

|
√
7− F | = |2.64575− 2.6714| = 0.0257,

|
√
7−D| = |2.64575− 2.7000| = 0.0542.

Kullan�lan nokta say�s� (polinom derecesi) artt�kça yakla³�m gerçek de§ere
yakla³m�³t�r: 3. derece yakla³�m F 'nin hatas�, 2. derece yakla³�m D'nin
hatas�n�n yakla³�k yar�s�d�r.

Ba³ar�lar dilerim.

Prof. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU
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